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高考数学全国卷（Ⅰ）解答题概览

解答题 2019年 2018年 2017年

17题 解三角形 解三角形 解三角形

18题 线面平行，二面角 面面垂直，二面角 面面垂直，二面角

19题 抛物线 椭圆 概率统计

20题 导数极值点，零点 概率统计 椭圆

21题 概率统计与数列 函数的单调性，极值点 函数导数

22题 参数方程 极坐标方程 参数方程

23题 不等式证明
绝对值不等式解法，

不等式恒成立
绝对值不等式解法，

不等式恒成立



3高考数学全国Ⅰ卷理科主观题得分情况
题号 二 17 18 19 20 21 22 23 总分平均

分值 20 12 12 12 12 12 10 10 90

2017年 9.61 7.92 8.61 3.4 5.59 2.43 5.6 4.43 43

2018年 12.93 8.88 7.25 6.1 2.35 3.39 6.68 6.97 47.58

2019年 9.87 8.19 9.11 4.82 1.54 2.15 3.2 4.3 39.16

高考数学全国Ⅰ卷文科主观题得分情况
题号 二 17 18 19 20 21 22 23 总分平均

分值 20 12 12 12 12 12 10 10 90

2017年 7.99 5.07 3.98 2.3 1.66 0.76 3.25 2.23 24.3

2018年 11.32 5.98 4.22 6.77 2.66 2.43 4.39 4.28 37.65

2019年 6.82 9.23 5.37 5.58 1.1 0.9 2.0 2.0 31.07



1 近三年导数解答题研究

2 近三年概率与统计解答题研究



01 近三年导数解答题研究



6三年导数解答题对比

1.关于含参数的函数的讨论
含参讨论是否弱化

命题时未有有意识地改变

2018年
理3套含参

文3套不含参

2017年文理6套含参

文Ⅰ含参

文理Ⅲ含参

其余不含参

2019年



7三年导数解答题对比

2.设问发生改变

（2017 年全国Ⅰ卷理科第 21 题）已知函数 2( ) ( 2)x xf x ae a e x= + − − ． 

（1）讨论 ( )f x 的单调性； 

（2）若 ( )f x 有两个零点，求 a 的取值范围． 

（2018 年全国Ⅰ卷理科第 21 题）已知函数 ( ) 1 lnf x x a x
x

= − + . 

（1）讨论 ( )f x 的单调性； 

（2）若 ( )f x 存在两个极值点 1x ， 2x ，证明：
( ) ( )1 2

1 2

2
f x f x

a
x x
−

< −
−

. 



8三年导数解答题对比

（2019 年全国Ⅲ卷理科 20 题）已知函数 3 2( ) 2f x x ax b= − + . 

（1）讨论 ( )f x 的单调性； 

（2）是否存在 ,a b，使得 ( )f x 在区间[0,1]的最小值为 1− 且最大值为 1？若存在，求出 ,a b的所有值；

若不存在，说明理由. 

（2019 年全国Ⅱ卷文科 21 题）已知函数 ( ) ( 1) ln 1f x x x x= − − − ．证明： 

（1） ( )f x 存在唯一的极值点； 

（2） ( )=0f x 有且仅有两个实根，且两个实根互为倒数． 

（2019 年全国Ⅱ卷理科 20 题）已知函数
1( ) ln
1

xf x x
x
+

= −
−

. 

（1）讨论 ( )f x 的单调性，并证明 ( )f x 有且仅有两个零点； 

（2）设 0x 是 ( )f x 的一个零点，证明曲线 lny x= 在点 ( )0 0,A x y 处的切线也是曲线 xy e= 的切线. 



9三年导数解答题对比

不变：注重解析式变化(即认为背景公平)

改变：原来设问简明扼要；

2019年设问开放，思路新颖，顺序前提，难度适当降低

国务院办公厅印发《关于新时代推进普通高中育人方式改革的指导意见》

中指出：从优化考试内容、创新试题形式、科学设置试题难度和加强命题能力

建设三方面提高命题水平，根据高校人才培养目标和专业学习基本需要，不断

完善招生专业选考科目要求，并把综合素质评价作为招生录取的重要参考。



10高考函数导数零点问题中的“卡根”

（2017 年全国Ⅰ 卷理科 21 题）已知函数 2( ) ( 2)x xf x ae a e x= + − − ． 

（1）讨论 ( )f x 的单调性； 

（2）若 ( )f x 有两个零点，求 a 的取值范围． 

（2）0 1a< < 时， ( )f x 在 ( ), ln a−∞ − 上是减函数，在 ( )ln ,a− +∞ 上是增函数，且 ( ln ) 0f a− < . 

又 4 2 2( 2) ( 2) 2 2 2 0f ae a e e− − −− = + − + > + > ，故 ( )f x 在 ( ), ln a−∞ − 上有一个零点. 

设正整数 0n 满足 0
3ln 1n
a

 > − 
 

， 

则 ( )0 0 0
0 0 0( ) 2 0n n nf n e ae a n e n= + − − > − > ， 

由于
3ln 1 ln a
a

 − > − 
 

，因此 ( )f x 在 ( )ln ,a− +∞ 上有一个零点. 



11高考函数导数零点问题中的“卡根”
思路2.参变分离



12高考函数导数零点问题中的“卡根”
（2018 年全国Ⅱ卷文科 21 题）已知函数 3 21( ) ( 1)

3
f x x a x x= − + + ． 

（1）若 3a = ，求 ( )f x 的单调区间； 

（2）证明： ( )f x 只有一个零点． 

（2）由于 2 1 0x x+ + > ，所以 ( ) 0f x = 等价于
3

2 3 0
1

x a
x x

− =
+ +

． 

设 ( )
3

2 3
1

xg x a
x x

= −
+ +

，则 ( )
( )
( )

2 2

22

2 3
0

1

x x x
g x

x x

+ +
′ = ≥

+ +
，仅当 x=0 时 ( ) 0g x′ = ， 

所以 ( )g x 在 ( ),−∞ +∞ 单调递增．故 ( )g x 至多有一个零点，从而 ( )f x 至多有一个零点． 

又 ( )
2

2 1 1 13 1 6 2 6 0
3 6 6

f a a a a − − + − = − − − < 
 

， ( )13 1 0
3

f a + > ，故 ( )f x 有一个零点． 

综上， ( )f x 只有一个零点． 



13近三年导数解答题研究——

应用零点存在性定理关于判断函数符号那些事

 极限定性（好用但不严谨，慎用）;

 放缩到“可解”;

 把握方程的本质，“挪到”合适位置;

 怎样“知式” 画图.

（2019年全国Ⅰ 卷理科 20题）已知函数 ( ) ( )sin ln 1f x x x= − + ， ( )'f x 为 ( )f x 的导数.证明： 

（1） ( )'f x 在区间 1,
2
π − 

 
存在唯一极大值点； 

（2） ( )f x 有且仅有 2 个零点. 



14高考函数导数“多元”问题中的消元

（2018 年全国Ⅰ 卷理科 21 题） 

题目：已知函数 ( ) 1 lnf x x a x
x

= − + . 

（1）讨论 ( )f x 的单调性； 

（2）若 ( )f x 存在两个极值点 1x ， 2x ，证明：
( ) ( )1 2

1 2

2
f x f x

a
x x
−

< −
−

. 



15高考函数导数“多元”问题中的消元

导数是数学中的一个内涵十分丰富的核心概念，也是一种强有力工具，

为研究函数的图象、性质，探求函数的极值、最值，求曲线的切线斜率，证

明不等式等提供了新的视角和方法，相应也就成为高中数学知识的一个重要

交汇点，是“变知识立意为能力立意，在知识的交汇处设计试题”的高考命

题思想的重要载体。

本题沿袭了这一传统，既考查了学生逻辑推理、数学运算、模型建构、

直观想象等核心数学思想，也考查了学生灵活运用转化与化归、分类讨论、

函数与方程、数形结合等数学思想方法分析问题、解决问题的能力，同时题

干简明，问题明确，入手容易，而深入则需要扎实的数学基本功，平均得分

率约为28%，不失为一道较好的压轴题。



16高考函数导数“多元”问题中的消元

解：（1） ( )f x 的定义域为 (0, )+∞ ，
2

2 2

1 1( ) 1 a x axf x
x x x

− +′ = − − + = − . 

（ⅰ）当 0a≤ 时， ( ) 0f x′ < ，于是原函数 ( )f x 单调递减. 

（ⅱ）当 0a > 时，令 2( ) 1g x x ax= − + ， 

① 0∆ = ，此时 2a = 或 2a = − （舍去），此时 ( ) 0f x′ ≤ ，原函数单调递减. 

② 0∆ < ，此时 2 2a− < < ，和 0a > 取交集，也即当 0 2a< < 时， ( ) 0f x′ < ，

原函数单调递减. 



17高考函数导数“多元”问题中的消元
③ 0∆ > ，此时 2a > 或 2a < − ，和 0a > 取交集，也即当 2a > ， 

令 ( ) 0f x′ = 得，
2 4

2
a ax − −

= 或
2 4

2
a ax + −

= . 

∵ 2a > 时，
2 4 0

2
a a− −

> ， 

∴当
2 24 40, ,

2 2
a a a ax

   − − + −
∈ +∞      
   

 时， ( ) 0f x′ < ，原函数单调递减； 

当
2 24 4,

2 2
a a a ax

 − − + −
∈  
 

时， ( ) 0f x′ > ，原函数单调递增. 

综上所述， 2a≤ 时，原函数 ( )f x 在 (0, )+∞ 上单调递减. 

2a > 时， ( )f x 在
2 40,

2
a a − −

  
 

，
2 4 ,

2
a a + −

+∞  
 

单调递减，在
2 24 4,

2 2
a a a a − − + −

  
 

单调递增. 



18高考函数导数“多元”问题中的消元

本题解题的关键是认真审题，合理进行问题转化。特别是在第

二问中，要能够根据题意，找到隐含条件：由第一问可知，存在两

个极值点，那么必须有 .若设两个极值点分别为 .它们是

的根，则 ，在此基础上构造合

理的函数模型进行问题转化.典型解法如下：

2a > 1 2,x x
2 1 0x ax− + − = 1 2 1 2, 1x x a x x+ = =



19高考函数导数“多元”问题中的消元
解法一（分离参数）：要证 1 2

1 2

( ) ( ) 2f x f x a
x x
−

< −
−

，即要证 1 2

1 2

( ) ( ) 2f x f x a
x x
−

+ <
−

. 

由第一问可知， ( )f x 存在两个极值点，那么 2a > . 

设两个极值点分别为 1x ， 2x ，它们是 2 1 0x ax− + = 的根，所以 1 2x x a+ = ， 1 2 1x x = ，  

所以

1
1 1 2 2

1 2 1 2 2

1 2 1 2 1 2

1 1ln ln ln
( ) ( ) 2 2

xx a x x a x a
f x f x x x x

x x x x x x

− + − + −
−

+ = + =
− − −

，即要证

1

2

1 2

ln xa
x a

x x
<

−
，需证

1

2

1 2

ln
1

x
x

x x
<

−
， 

不妨设 1 20 1x x< < < ，又因为 1 2 1x x = ，所以 1
2

1x
x

= ， 

代入到上式中，既要证 2 2
2

12ln x x
x

− > − …………………………① 

令 ( ) ( )12ln 1g x x x x
x

= + − > ，要证 ( ) 0g x < ， 

那么 ( ) ( )2

2

1
0

x
g x

x
−

′ = − < ，为单调递减函数.故 ( ) ( )1 0g x g< = ，得证. 

分离参变

挖掘条件
代入消元



20高考函数导数“多元”问题中的消元
另外，也可以对①式进行如下变形： 

( ) ( )2

2 ln 1
1

x xg x x
x

= >
−

，证明 ( ) 1g x < 即可，那么 ( )
( ) ( )

( )

2 2

22

2 1 2 1 ln

1

x x x
g x

x

− − +
′ =

−
， 

令 ( ) ( ) ( )2 21 1 lnx x x xϕ = − − + ，那么 ( )
2 22 ln 1x x xx

x
ϕ − −′ = ， 

令 ( ) 2 22 ln 1h x x x x= − − ，那么 ( ) 4 ln 0h x x x′ = − < ， 

所以函数 ( )h x 单调递减， ( ) ( )1 0h x h< < ， 

所以函数 ( )xϕ 单调递减， ( ) ( )1 0xϕ ϕ< < ， 

所以函数 ( )g x 单调递减， ( ) ( )1g x g< . 

( ) 21 1 1

2 ln ln 1lim lim lim 1
1x x x

x x xg x
x x→ → →

+
= = =

−
（洛必达法则），得证. 



21高考函数导数“多元”问题中的消元

解法二（代换法）：要证 1 2

1 2

( ) ( ) 2f x f x a
x x
−

< −
−

，即要证
( ) 1

1 2
2

1 2

ln
2 2

xx x
x a

x x

+
− + < −

−
， 

即证：

1

2 1
1 2

1 2

2

1
ln

1

x
x x x xx x
x

+
< +

−
， 令 ( )1

2

1x t t
x

= > ，又因为 1 2 1x x = ，所以 1x t= ， 1
1x
t

= ， 

代入到上式，有：
1 1ln
1

t t t
t t
+

< +
−

，即证
1ln tt
t
−

< …………………………②  

令 ( ) 1ln tg t t
t
−

= − ，则 ( )
( )2

11 1 0
2 2

ttg t
t t t t t

−+′ = − = − < . 

所以 ( )g t 是一个单调递减函数，所以 ( ) ( )1 0g t g< = ，得证. 



22高考函数导数“多元”问题中的消元

解法三（齐次消元）：要证 1 2

1 2

( ) ( ) 2f x f x a
x x
−

< −
−

1
1 1 2 2

1 2 1 2 2

1 2 1 2 1 2

1 1ln ln ln
( ) ( ) 2 2

xx a x x a x a
f x f x x x x

x x x x x x

− + − + −
−

+ = + =
− − −

即要证 a
xx

)xxa(
<

−
−

21

21 lnln
( )f x 2a >

此背景即大家熟悉的 A-L-G 不等式，不再赘述.

需证 1lnln

21

21 <
−
−

xx
xx

1 2 1x x =
2121

21 1lnln
xxxx

xx
<

−
−



23导数解答题备考建议

1.夯实“求单调性、极值、最值”的基本题型

理科 数学
填空 10.66

17三角 8.97
18立几 9.09
19解几 4.25
20导数 2.42
21概率 2.48
22参极 3.32

23不等式 3.87
总分 45.06

文科 数学
填空 7.24

17概率 8.59
18数列 4.85
19立几 4.76
20导数 1.14
21解几 0.22
22参极 1.9

23不等式 1.92
总分 30.62

导数的考查认识已经趋同：

命题回归本源，略高于教材

侧重考查单调性极值最值

零点切线证明不等式恒成立

破除原有备考思维——中等以下学

生规避导数题或其第二问；

引导学生扎实学好教材内容，以不

变应万变！



24导数解答题备考建议

2.注意用导数的观点重新包装函数和三角函数试题

★（2018年全国Ⅰ卷理科16题）

已知函数f（x）=2sinx+sin2x，则f（x）的最小值是 .

( ) ( )2 1' 2cos 2cos2 4cos 2cos 2 4 cos 1 cos
2

f x x x x x x x = + = + − = + − 
 

解：

'

( ) (cos ) ( ), cos [ 1,1]
( ) (1 )(2 1)

f x g x g t t x
g t t t
= = = ∈ −

= + −

设

此时

min
3 3 3 32

2
1( )

2 2
) (

2
g t g

 
× − − = −  
 

= =由单调性易知：



25导数解答题备考建议

3.对导数试题进行分类，深度地研究，形成内在规律，抓住问题的本质

(1)导数中不含参数的单调性问题

(2)含参数的导数讨论问题

★确定单调区间：应进行分类，导数表达式分为“能因式分解型”、

“不能因式分解型”、“超越型(含ex,lnx)”.

(3)弄清何时“虚设零点”？ “虚设零点”后，如何处理？



26近三年导数解答题研究---由“多元”想到的.

化繁为简的
消元策略

“一鱼三吃”——例谈
多元最值

巧妙的同构式解题 加强和弱化命题在解

题中的应用

由多元最值

想到的
01

02 03

04



02 近三年概率与统计解答题研究
——数学应用视角下的统计与概率综合问题



28概率统计——数据分析核心素养

时代赋予了新的含义，近几年全国卷出现了好多亮点经典试题，有效

地考查了考生的运算求解能力、数据处理能力及应用意识。此类试题表达

最长，对综合能力的考查越来越强，越来越具有选拔性。

2017年，19题，正态分布，二项分布及数学期望，σ的整体运算及估值，

统计推断；

2018年，20题，二项分布及数学期望，利用导数求最值，统计推断；

2019年，21题，分布列，等比数列的概念、求和，统计推断。



29近三年概率统计解答题概览

试题年份 题号 考查知识点 涉及统计图或表 字符数

2017（Ⅰ） 19
正态分布3σ的理解，统计推

断，期望与方差
表格 440

2018（Ⅰ） 20
二项分布、导数求最值、期

望、统计决策
文字语言 333

2019（Ⅰ） 21
分布列，与数列结合、统计

决策
文字语言 401

2019（Ⅱ） 18 相互独立事件的概率 文字语言 153



30概率统计解答题分析



31概率统计解答题分析
（2）（i）如果生产状态正常，一个零件尺寸落在 ( )3 3µ σ µ σ− +， 之外的概率只有 0.0026 ，一天内抽取的 16 个零

件中，出现尺寸在 ( )3 3µ σ µ σ− +， 之外的概念只有 0.0408，发生的概念很小.因此一旦发生这种情况，就有理由认

为这条生产线在这一天的生产过程可能出现了异常情况，需对当天的生产过程进行检查，可见上述监控生产过程的

方法是合理的. 

（ii）由 9.97, 0.212x s= = ，得 µ 的估计值为 ˆ 9.97µ = ，σ 的估计值为 ˆ 0.212σ = ，由样本数据可以看出有一个零

件的尺寸在 ( )ˆ ˆ ˆ ˆ3 , 3µ σ µ σ− + 之外，因此需对当天的生产过程进行检查. 

剔除 ( )ˆ ˆ ˆ ˆ3 , 3µ σ µ σ− + 之外的数据 9.22，剩下数据的平均值为
9.97 16 9.22 10.02

15
× −

= ，因此 µ 的估计值为 10.02. 

16
2 2 2

1
16 0.212 16 9.97 1591.134i

i
x

=

= × + × ≈∑ ， 

剔除 ( )ˆ ˆ ˆ ˆ3 , 3µ σ µ σ− + 之外的数据 9.22，剩下数据的样本方差为 ( )2 21 1591.134 9.22 15 10.02 0.008
15

− + × ≈ ， 

因此σ 的估计值为 0.008 0.09≈ . 
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33

高考试题取材于课本

（2015 年高考新课标Ⅰ 卷理科 19 题）某公司为确定下一年度投入某种产品的宣传费，需了解年宣传费 x（单位：

千元）对年销售量 y（单位：t）和年利润 z（单位：千元）的影响，对近 8 年的年宣传费 和年销售量 （ =1,2，···，

8）数据作了初步处理，得到下面的散点图及一些统计量的值. 

 

       

46.6 56.3 6.8 289.8 1.6 1469 108.8 

表中  ，  =  

（Ⅰ ）根据散点图判断，y=a+bx 与 y=c+d 哪一个适宜作为年销售量 y 关于年宣传费 x 的回归方程类型？（给出

判断即可，不必说明理由） 

（Ⅱ ）根据（Ⅰ ）的判断结果及表中数据，建立 y 关于 x 的回归方程； 

（Ⅲ）已知这种产品的年利率 z 与 x、y 的关系为 z=0.2y-x.根据（Ⅱ ）的结果回答下列问题： 

（ⅰ ）年宣传费 x=49 时，年销售量及年利润的预报值是多少？ 

（ⅱ ）年宣传费 x 为何值时，年利率的预报值最大？ 

ix iy i

x


y


w
 8

2

1
( )i

i
x x

=

−∑
8

2

1
( )i

i
w w

=

−∑
8

1
( )( )i i

i
x x y y

=

− −∑
8

1
( )( )i i

i
w w y y

=

− −∑

i iw x= w
 1

8

8

1
i

i
w

=
∑

x
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35概率统计解答题分析

（2018 年全国Ⅰ 卷理科 20 题）某工厂的某种产品成箱包装，每箱 200 件，每一箱产品在交付用户之

前要对产品作检验，如检验出不合格品，则更换为合格品，检验时，先从这箱产品中任取 20 件产品

作检验，再根据检验结果决定是否对余下的所有产品做检验，设每件产品为不合格品的概率都为 P

（0<P<1），且各件产品是否为不合格品相互独立。 

（1）记 20 件产品中恰有 2 件不合格品的概率为 f（P），求 f（P）的最大值点 0P 。 

（2）现对一箱产品检验了 20 件，结果恰有 2 件不合格品，以（1）中确定的 0P 作为 P 的值，已知每

件产品的检验费用为 2 元，若有不合格品进入用户手中，则工厂要对每件不合格品支付 25 元的赔偿

费用。 

（i）若不对该箱余下的产品作检验，这一箱产品的检验费用与赔偿费用的和记为 X，求 EX； 

（ii）以检验费用与赔偿费用和的期望值为决策依据，是否该对这箱余下的所有产品作检验？ 



36概率统计解答题分析

本题为基于现实背景的应用题，希望考生能够通过数据分析做出决

策，是一道考查数据分析素养的好题。但本题得分率却不高，仅为20%，

零分率高达34.2%，相较往年有较大差异，其中原因值得深思。

本题第一问的标准参考答案为：

20 件产品中恰有 2 件不合格品的概率为 2 2 18
20( ) C (1 )f p p p= − . 

因此 2 18 2 17 2 17
20 20( ) C [2 (1 ) 18 (1 ) ] 2C (1 ) (1 10 )f p p p p p p p p′ = − − − = − − . 

令 ( ) 0f p′ = ，得 0.1p = .当 (0,0.1)p∈ 时， ( ) 0f p′ > ；当 (0.1,1)p∈ 时， ( ) 0f p′ < . 

所以 ( )f p 的最大值点为 0 0.1p = .   



37概率统计解答题分析

事实上，很多考生在得出 后，如何求最大值点出

现了困惑。不习惯运用函数实现处理概率问题，说明“随机变量思想”，

“分布函数思想”远未形成，河北省考生约75%的考生得分在2分上下，

大多为这种情况。

( ) ( )182 2
20 1f p C p p= −
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方法二：不等式法 

20 件产品中恰有 2 件不合格品的概率为： 

( ) ( )
18

18 182 2 2 2
20 18

20

20

18 18

190 1( ) C 1 190 1
9 9

12 18
190 190 19
9 20 9 10

pf p p p p p p

pp

 − ′ = − = − ≤   
   

 −  +       = =     
  

 

当且仅当
1

9
p p−
= 时等号成立，此时

1
10

p = ，故 0
1

10
p = . 
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Y 0 25

P 0.9 0.1

（2）现对一箱产品检验了 20 件，结果恰有 2 件不合格品，以（1）中确定的 0P 作

中 则

第一种：由（1）知， 0.1p =

件产 (180,0.1)Y B

180 0.1 18EY = × = 20 2 25X Y= × + 40 25X Y= +

(40 25 ) 40 25 490EX E Y EY= + = + =

第二种：令 Y 表示 1 件产品中的赔偿费用，则可能情况如下：

25 0.1 2.5EY = × = 20 2 180 490EX EY= × + =



40概率统计解答题分析

本题的命题立意可能是用一种直观具体的实际问题引领学生体会这一统计

思想，但这一考查目标基本落空。归结原因，可能还是在日常教学中发展学生

“数据分析”素养的课程目标落实的不够到位，对于随机思想和基本概念的理

解不够全面深刻，甚至错误。

这一点从第二问的作答中也能表现出来，下面是两例学生的典型做法：

案例1：因为p=0.1，不合格品的数量为（220-20）p=18件，

所以EX=20 ×2+18×25=490元。

案例2： EX=20 ×2+（200×0.1-2）×25=490元。

以上案例说明，学生并没有真正理解“概率”的含义，更多的是利用“比

例”的思想（确定性思想）进行计算了。



41概率统计解答题分析
（2019 年全国Ⅰ 卷 21 题）为治疗某种疾病，研制了甲、乙两种新药，希望知道哪种新药更有效，为此进行动物试

验。试验方案如下：每一轮选取两只白鼠对药效进行对比试验，对于两只白鼠，随机选一只施以甲药，另一只施以

乙药。一轮治疗结果得出后，再进行下一轮试验。当其中一种药治愈的白鼠比另一种药治愈的白鼠多 4 只时，就停

止试验，并认为治愈只数多的药更有效。为了方便描述问题，约定：对于每轮试验，若施以甲药的白鼠治愈且施以

乙药的白鼠未治愈则甲药得1分，乙药得 1− 分；若施以乙药的白鼠治愈且施以甲药的白鼠未治愈则乙药得1分，甲

药得 1− 分；若都治愈或都未治愈则两种药均得 0 分。甲、乙两种药的治愈率分别记为α 、β ，一轮试验中甲药的

得分记为 X 。 

（1）求 X 的分布列； 

（2）若甲药、乙药在试验开始时都赋予 4 分， ( )0,1, ,8ip i = ⋅⋅⋅ 表示“甲药的累计得分为 i 时，最终认为甲药比乙

药更有效”的概率，则 ( )0 8 1 10 1 1,2, ,7i i i ip p p ap bp cp i− += = = + + = ⋅⋅⋅， ， ， 

其中 ( ) ( ) ( )1 0 1a p X b p X c p X= = − = = = =， ， 。假设 0.5α = 、 0.8β = 。 

（ⅰ）证明：{ }( )1 0,1, ,7i ip p i+ − = ⋅⋅⋅ 为等比数列； 

（ⅱ）求 4p ，并根据 4p 的值解释这种试验方案的合理性。 
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（1）X 所有可能额取值为-1，0，1， 

( ) ( )1 1P X α β= = − ， ( ) ( )1 1P X α β= − = − ， ( ) ( )( )0 1 1P X αβ α β= = + − − . 

所以 X 的分布列为： 

X  1−  0  1 

P  ( )1 α β−  ( )1 2α β αβ− + +  ( )1α β−  

（2）（ⅰ）由题意可得 0.4a = ， 0.5b = ， 0.1c = ， 

因为 0.5α = ， 0.8β = ，因此 ( )1 10.4 0.5 0.1 1,2, ,7i i i iP P P P i− += + + = ⋅⋅⋅ ，故 ( ) ( )1 10.4 0.1i i i iP P P P− +− = − ， 

所以 ( )1 14i i i iP P P P+ −− = − ，又因为 1 0 1 0P P P− = ≠  

故数列{ }( )1 0,1, ,7i iP P i+ − = ⋅⋅⋅ 为公比为 4、首项为 p 的等比数列。 

以下是官方答案：
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以下是官方答案：

（ⅱ）由（ⅰ）可得： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )8
7 6

8 8 7 7 6 1 0 0 1 1

4 1
4 4 1

3
P P P P P P P P P P

−
= − + − + ⋅⋅⋅+ − + = + + + =  

由于 8 1P = ，所以 1 8

3
4 1

P =
−

  

故 ( ) ( ) ( ) ( )4 4 3 3 2 2 1 1 0 0P P P P P P P P P P= − + − + − + − + ⋅⋅⋅+ ( ) ( )4
3 2 1

1 1

4 1 14 4 4 1
3 257

P P
−

= + + + = =
 

即
( )4

8

4 4

3 4 1 14 1
3 4 1

P
−

−= =
+  

P4 表示最终认为甲药更有效的概率.由计算结果可以看出，在甲药治愈率为 0.5，乙药治愈率为 0.8 时，认为甲药更

有效的概率 4
1 0.0039

257
P = ≈ ，此时得出错误结论的概率非常小，说明这种试验方案合理. 
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试验背景解读——评比方案

1.这里的试验次数是不确定的，运气好的，4次就搞定，运气不好的，

就要不断地试验；

2.为什么是4个？如果设置为1个，则检验的随机性太大，不够可靠；

如果设置的更多，虽能使得试验结果与真实结果接近，不过这样会让

试验更繁杂；

3.生活中也有类似的规则，比如乒乓球、羽毛球的赛制：当达到赛点

后，如果双方比分接近，再进行若干轮比赛，直到一方率先比另一方

多2分，就判定领先的人获胜。这背后的思想与本题的思想是一致的。



45概率统计解答题分析

试验背景解读——递推关系

1.马尔科夫链——概率论中时间、状态均为离散的随机过程，描述一类重

要的随机动态系统（过程）的模型，系统在每个时期所处的状态是随机的，从

一时期到下时期的状态按一定概率转移，下时期状态只取决于本时期状态和转

移概率。

题目中甲药的累计分数就是这样一个随机过程的马尔科夫链，我们关心甲

药的累积分数和最后“试验表明甲药更有效”的概率之间的关系，这就是关系

到甲药在不同分数之间转移的概率，也就是题目中给出的式子：

( )1 1 1, 2, ,7i i i ip ap bp cp i− += + + = ⋅⋅⋅
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试验背景解读——递推关系

这个式子本质上表达了这个马尔科夫链的传递规律，Pi的定义是在累积分

数i的情况下继续试验，最后甲药获胜的概率。而当前状态Pi下最终甲药获胜的

概率，包含了三种情况，一种是通过概率a转移到Pi-1最后获胜，一种是通过概

率b保持在Pi最后获胜，还有一种是通过概率c转移到Pi+1最后获胜。所以在当

前这一步Pi获胜的概率，就是这三种情况下获胜的概率乘以它们发生的概率，

也就是题目中给的公式，这个递推公式是甲药在不同状态下获胜的递推公式，

而不是若干次之后分数i的公式。
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试验背景解读——递推关系

下图是马尔科夫链：随机游走（Randow Walk）的示意图（状态Si表示“甲药

的累积得分为i”）

马尔科夫链具有马尔科夫性，又被称为无记忆性或无后效性，即未来只取决

于现在，与过去无关，在该题中甲药在下一阶段的累积得分只与当前阶段的累计

得分有关，而与过去时刻的累计得分无关。

事实上这个递推关系是由题意可以推出的，只不过它用到大学的概率知识，

在这里直接给出大大降低了题目的难度，体现了高等数学知识在高中阶段的下放。
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解答过程分析——知识来源

其实做第二问压根不用想太多，也不需马尔科夫链这个知识储备，按图索骥即

可！！！

此问完全是数列的知识。对数列的考查来说，一个超出常规方法求通项的数列问

题总是提示先证明一个辅助数列是等差或等比，此题命题者已经给出了辅助数列，

用基本的累加手法即可。

解：甲、乙两种药的治愈率分别记为α 和β ， 0.5α = ， 0.8β = （说明甲药的治愈率低）， 

由（1） ( )1 0.4a P X= = − = ， ( )0 0.5b P X= = = ， ( )1 0.1c P X= = =
 

因 1 1i i i iP aP bP cP− += + + ，所以 1 10.4 0.5 0.1i i i iP P P P− += + + ，所以 1 15 4i i iP P P− += + ，所以 ( )1 14i i i iP P P P+ −− = − ，

又因为 1 0 1 0P P P− = ≠ ，所以{ }( )1 0,1, 2, ,7i iP P i+ − =  为等比数列. 
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解答过程分析——知识来源

这样的二阶递推数列在课本上出现过

（人教版必修5数列复习参考题B组第6题）

已知数列{ }na  ， 1 5a = ， 2 2a = ， ( )1 22 3 3n n na a a n− −= + ≥ ，对于这个数列的递推公式

作一研究，能否写出它的通项公式？ 
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解答过程分析——如何求P4 ？

法1：累加法求通项
2 1

1 1 1 2 14( ) 4 ( ) 4i
i i i i i ip p p p p p p−
+ − − −− = − = − = =

1
1 1

2
1 2 1

1 0 1

4
4

i
i i

i
i i

p p p
p p p

p p p

−
−

−
− −

− =


− = 


− = 



1 1
1 1

4 1(1 4 4 )
3

i
i

ip p p− −
= + + + =

8 4 4

8 1 4 1 8 4

4 1 4 1 4 1 3 1 11
3 3 3 4 1 4 1 257

p p p p− − −
∴ = = ∴ = = ⋅ = =

− +

注：这个递推关系求通项的基础手法就是累加。
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解答过程分析——如何求P4 ？

法2：解方程求通项

注：这个二阶递推不仅隐藏着一个是等比数列的辅助数列，还蕴含则另一

个常数数列的辅助数列，通过解方程的方法就可以简单求出。

1 15 4i i ip p p− += + 1 1 14 4 { 4 }i i i i i ip p p p p p+ − +∴ − = − ∴ −

1 1 0 14 4i ip p p p p−∴ − = − = ①

1
1 1 1 14( ) 4i

i i i i i ip p p p p p p−
+ − −− = − ∴ − = ②

1
4 1

3

i

ip p−
=

4
4

4 8 4
8

4 1 1 1
4 1 4 1 257

pp
p

−
∴ = = = =

− +

为常数数列
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解答过程分析——如何求P4 ？

法3：特征方程求通项

注：该公式就是由全概率公式推出的二阶差分方程，也是一个二阶齐次

线性递推数列，常用特征根法来求它的通项公式，这是竞赛中很基本的

知识。

由 递 推 关 系 1 15 4i i ip p p− += +

2 5 4 0 1,4x x x− + = =解得特征根

1
0 1 4i

ip c c −∴ = + ⋅ 7
0 0 1 8 0 1 1 08 8

1 4 10, 4 1 ,
4 4 1 4 1

p c c p c c c c −
= + ⋅ = = + ⋅ = ∴ = =

− −
3

4 8 8 4

1 4 1 14
4 1 4 1 4 1 257

p −
∴ = + ⋅ = =

− − +

由递推关系5Pi=4Pi-1+Pi+1知，其对应的特征方程为x2-5x+4=0，

解得特征根x=1,4



532019年全国Ⅰ卷概率与统计解答题命题特点
概率统计以压轴题出现
在2018年概率与解析几何的解答题实验性的交换了位置与难度后，今年又向前走了一

步，概率统计以压轴题的题目出现，令人耳目一新（惊掉下巴）。

实践性知识的考察进一步加大
在数学最直接的应用模块---概率统计上，题目的设计，一如既往的保持了高质量，既

耳目一新又中规中矩，问题背景考生熟悉，贴近生活，但文字阅读量比较大，这对于

考生从大量的文字阅读中提取关键信息与数据的能力要比较高。

解题入口比较宽回避了刻意的挖坑埋雷
题目的设置上层次递进有序，难度结构合理，大部分为“新常规”题目。中低档题平和清

新，考察重点突出，高档题，不偏不怪，难得“正经”，体现了良好的区分性。同时题目

设问的呈现方式清晰明了，都以学生熟悉的方式出现，解题入口比较宽，考生上手比

较容易，但随着问题解决的深入，思维的灵活性与转化性的要求逐渐增高。
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1.回归课本

教材是学习数学基础知识，形成基本技能的“源泉”，是高考试题的重要知

识载体.纵观高考试题中的统计与概率试题，大多数试题来源于教材，特别是大多

数客观题是从课本的练习题或习题改编的，即使是解答题，也是由教材例题、习

题的组合、加工和拓展而成，充分表现出教材的基础作用.复习阶段应该按《考试

说明》对本部分内容的要求，以课本的例题、习题为素材，深入浅出、举一反三

地加以类比、延伸和拓展，在“变式”上下功夫，力求对教材内容融会贯通，只

有这样，才能“以不变应万变”，达到事半功倍的效果.当然，如果再做一些经典

的高考试题，对考生的复习也很有效。例如：2015年19题，就是源于课本的很好

的典范.
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1.回归课本
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2.切实重视阅读能力，培养应用意识

文理关
即把文字语言转化为数学语言

计算关
即需要较强的计算能力

事理关
即读懂题意，需要一定的阅读理

解能力

数理关
即构建相应的数学模型，构建之后还需

要扎实的基础知识和较强的数理能力

四关

01

02

03

04
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3.强化方法的选择

由于这部分知识多而复杂，因此要对它们进行整理，使它们在大脑中构建良

好的数学认知结构，形成条理化、有序化、网络化的有机体系.

几个重要结论要记好：

（1）在频率直方图中，最高矩形的中点对应值是众数；中位数的左右两边的

直方图面积相等；平均数则是每组频率的中间值乘频数再相加.

（2）均值与方差的求法

① 离散型随机变量 ②若X~B(n，p)，直接利用公式 ③利用公式求E(aX+b)，

D(aX+b).

（3）线性回归方程一定过样本点中心.
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收集数据

整理数据

描述数据

分析数据
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概率统计两类问题

研究分布

单变量问题

离散型变量 连续型变量

分布列超几何分布二项分布 正态分布

研究关系

双变量问题

数值变量 分类变量

回归分析 独立性检验
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4.注意与其它板块间的结合（数列，导数，函数）

概率统计应用题多以实际生活中的生产控制、风险与决策为背景，注重阅读

理解、抽象概括、数据加工处理和数据应用能力，因此培养学生的应用意识、提

高学生的应用能力显得尤为重要，以全国高考试题为抓手，提高分析和解决问题

的能力.
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5.重视数学思想方法的渗透

数学思想方法作为数学的精髓，历来是高考数学考查的重中之重.它蕴涵在数

学知识发生、发展和应用的全过程.在概率统计的内容中蕴涵着丰富的数学思想方

法，如分类讨论、函数与方程、转化与化归等.概率统计为人们处理现实数据信息，

分析、把握随机事件，提供了强有力的工具（计算随机事件发生的概率、求随机

变量的数学期望与方差），也更加丰富、完善了中学数学思想方法，进一步拓宽

了知识的应用空间.因此，合理选择解题方法是快速解答概率习题的有效手段.
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在统计与概率的审题教学中，要引导学生审清概念、审清图表，审清符号，

并善于对文字语言、图表语言、符号语言三者进行灵活的转化.统计与概率问题的

解答题离不开数据的分析、整理与计算，要注意引导学生提高分析能力，加强运

算能力，养成检验习惯.在高考题中常将统计概率解答题当作应用题对待，因此在

复习教学时要引导学生加强解答过程的规范训练.

高考中对统计与概率的考查，除了常用的策略外，还着意考查偶然与必然的

思想、分类与整合的思想以及数据处理能力、运算求解能力.复习中只有牢牢抓住

这些重点，才能把统计与概率的知识、思想和方法落到实处.



谢 谢！
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